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1. ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН 1 - го СЕМЕСТРА 
Таблица 1. Тематический план 

Распределение часов 
Аудиторные занятия 

Из них № темы Название темы 
Всего Всего 

аудиторных Лекции Практические 
занятия 

Самостоятельная 
работа 

1 Элементы линейной алгебры. 50 28 14 14 22 

2 Векторная алгебра. 18 8 4 4 10 

3 Аналитическая геометрия. 48 28 14 14 20 

4 Теория пределов. 48 28 14 14 20 

5 Дифференциальное исчисление 
функций одной переменной. Часть 1. 26 16 8 8 10 

Всего за 1 семестр 190 108 54 54 82 
 



 

2. ВЫПИСКА ИЗ КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНА ЛЕКЦИЙ 
4. Теория пределов (14 часов) 

17. Вещественная числовая ось. Расширенная числовая ось. Множества на расширенной числовой 
оси. Окрестности на расширенной числовой оси. Проколотая окрестность конечной точки. 
Классификация точек множества: внутренняя, внешняя и граничная, изолированная и  предельная. 
Открытые и замкнутые множества. Определение конечного предела функции в конечной точке. 
Окрестности бесконечных точек. Определение бесконечного предела и предела в бесконечной 
точке (2 часа). 

18. Правая и левая окрестности конечных точек. Односторонние пределы. Теорема о пределе 
функции, тождественно равной постоянной. Единственность предела. Предельный переход в 
неравенстве. Теорема о сжатой переменной. Первый замечательный предел. (2 часа). 

19. Ограниченные функции. Функции, ограниченные в некоторой окрестности. Ограниченность 
функции, имеющий конечный предел. Бесконечно малые (б. м.) и бесконечно большие (б. б.) 
функции. Необходимое и достаточное условие существования конечного предела в конечной 
точке. Свойства б.м. и б. б. (2 часа). 

20. Арифметические операции над функциями, имеющими конечный предел. Действия на 
расширенной числовой оси. Виды неопределенностей (2 часа). 

21. Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших функций. Эквивалентные бесконечно малые 
и бесконечно большие. Главные части бесконечно малых функций и бесконечно больших функций. 
Главная часть произведения бесконечно малых и бесконечно больших. Сумма и разность 
бесконечно малых и бесконечно больших. Таблица эквивалентных б. м. и б. б. (2 часа). 

22. Второй замечательный предел. Пределы 
x
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. Таблица эквивалентных б. м. и б. б. Неопределенности, возникающие при 

вычислении пределов ( ) ( )xv

x
xu

0
lim
→

. (2 часа). 

23. Функция, непрерывная в точке. Функция, непрерывная на промежутке. Терема о приращении 
непрерывной функции. Непрерывность основных элементарных функций и их суперпозиций. 
Свойство функций, непрерывных на замкнутом множестве. Классификация разрывов  (2 часа). 

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ 
Таблица 2. Оглавление 

1. Теория пределов 
1.1.  Множества на числовой оси 
1.2.  Определение предела функции 
1.3.  Односторонние пределы. Предел последовательности 
1.4.  Основные свойства пределов 
1.5.  Первый замечательный предел 
1.6.  Ограниченные функции 
1.7.  Бесконечно малые и бесконечно большие функции (б.м. и б.б) 
1.8  Свойства б.м. и б.б. функций 
1.9.  Арифметические операции над функциями, имеющими конечный предел. Вычисление пределов. 
1.10.  Сравнение б.м. и б.б. функций 
1.11.  Главная часть б.м. и б.б. функций 
1.12.  Второй замечательный предел 
1.13.  Показательные неопределенности 
1.14.  Непрерывность функций 
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1. Теория пределов 
1.1. Множества на числовой оси 

Определение 1. Окрестностью радиуса 0>h  конечной точки 0x  или h  - окрестностью точки 0x  
называется множество чисел x , удовлетворяющих неравенству hxxhx +<<− 00 , т. е. множество 

);( 00 hxhx +−  (рис. 1). 

Обозначается: )( 0xUh . 

 
Рис. 1. 

Если )( 0xUx h∈ , то x  удовлетворяет неравенству 

⇔<− hxx 0 hxxhxhxxh +<<−⇔<−<− 000 . 

Расширим систему вещественных чисел, добавив к ним два символа ∞−  и ∞+ , которые назовём 
бесконечно-удалёнными точками числовой оси. Определим для этих точек следующие свойства: 

1) Если Rx∈  и является конечным числом, то  

0;; =
∞+

=
∞−

−∞=∞−+∞=∞+
xxxx ; 

2) Если 0>x , то −∞=−∞⋅+∞=+∞⋅ )(,)( xx ; 
3) Если 0<x , то +∞=−∞⋅−∞=+∞⋅ )(,)( xx ; 
Определение 2. Пусть 0>h . h -окрестностью точки )(+∞  называется множество чисел x , 

удовлетворяющих неравенству hx > , т. е. множество );( ∞+h  (рис. 2). Обозначение: )(+∞hU . 

 
Рис.2. 

Тогда hxUx h >⇔+∞∈ )( . 

Определение 3. Пусть 0>h  h -окрестностью точки )(−∞  называется множество чисел x , 

удовлетворяющих неравенству hx −< , т. е. множество );( h−−∞  (рис. 3). Обозначение: )(−∞hU . 

 
Рис. 3. 

Тогда hxUx h −<⇔−∞∈ )( . 

Определение 4. Пусть 0>h . Проколотой h -окрестностью точки 0x  называется множество чисел 

)( 0xUx h∈  и 0xx ≠  (рис. 4). Обозначение: )( 0xU h
•

. 

 
Рис. 4. 

Тогда hxxxxhxxxUx h <−<⇔≠<−⇔∈
•

0000 0,)( . 

Определение 5. Точка 0x  называется точкой сгущения (или предельной точкой) множества X ), 

если в любой проколотой окрестности точки 0x  находится хотя бы один элемент данного множества X . 
Можно показать, что в любой окрестности точки сгущения находится бесконечное множество 

элементов множества X . 
Точка сгущения может принадлежать множеству, но может ему и не принадлежать. Например, для 

множеств )2;1(  и  ]2;1[  точки 1 и 2  являются точками сгущения. 



 
 

3

Определение 6. Точка, принадлежащая множеству и не являющаяся его точкой сгущения, называется 
изолированной. Например, во множестве натуральных чисел }{n  каждая конечная точка является 

изолированной. Множество имеет единственную предельную точку +∞=0x . Действительно, в любой 

окрестности точки +∞=0x , т.е. в окрестности );()( ∞+=+∞ hUh  находится бесконечное множество 
натуральных чисел (рис. 5).  

 
Рис. 5. 

1.2. Определение предела функции 
Пусть задана функция )(xfy = , X - её область определения, 0x  - точка сгущения множества X . 

Определение. Конечное или бесконечное число A  называется пределом функции )(xfy =  при 

0xx → , если для любой окрестности точки A  найдётся такая окрестность точки 0x , что для всех x  из 

области определения X  и найденной проколотой окрестности точки 0x  соответствующие значения 

функции )(xf  попадают в заданную окрестность точки A . 

Обозначение: Axf
xx

=
→

)(lim
0

 или Axf
xx 0

)(
→
→ . 

Запишем это определение в другой форме, используя символы: ∀  - для любой; ∃  - существует 
(найдётся); :- такая что; ⇒ - следует;  ⇔ - равносильно. 

Axf
xx

=
→

)(lim
0

⇔ )()()(:)()( 00 AUxfXxUxxUAU εδ
•

δε ∈⇒∩∈∀∃∀ . 

Если известно, что 0x  и A  - конечные или бесконечные числа, то можно дать определение предела 

без использования понятия окрестности. При этом записи )( 0xUx δ
•

∈  и )()( AUxf ε∈  следует заменить 
соответствующими неравенствами. 
Рассмотрим некоторые случаи значений 0x  и A . 

1). Пусть Ax ,0 - конечные числа (рис. 6) ⇒  Axf
xx

=
→

)(lim
0

⇔ ⇔ Xx∈∀>εδ∃>ε∀ :0)(0 и 

ε<−⇒δ<−< Axfxx )(0 0 . 

 
Рис. 6. 

2). Пусть 0x - конечное число, +∞=A ⇒ +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

⇔  

⇔ Xx∈∀>εδ∃>ε∀ :0)(0 и ε>⇒δ<−< )(0 0 xfxx  (рис. 7). 
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 Рис. 7. 

1.3. Односторонние пределы. Предел последовательности 
Определение 1. Пусть 0>h . Правосторонней h -окрестностью точки 0x  называется множество 

точек );(: 00 xhxxx +∈ , где 0>h  (рис. 8). 

 
Рис. 8. 

Левосторонней h -окрестностью точки 0x  называется множество точек );(: 00 xhxxx −∈ ,где 

0>h  (рис. 9). 

 
Рис. 9. 

Правая и левая окрестности обозначаются: )( 0xUh
+  и )( 0xUh

−  соответственно. 
Определение 2 (Правостороннего предела). 

=A )(lim
00

xf
xx +→

⇔ )()()(:)()( 00 AUxfXxUxxUAU ε
+
δδε ∈⇒∩∈∀∃∀ . 

Определение 3 (Левостороннего предела). 

=A )(lim
00

xf
xx −→

)()()(:)()( 00 AUxfXxUxxUAU ε
−
δδε ∈⇒∩∈∀∃∀⇔ . 

ЗАМЕЧАНИЕ 
Из определений ясно, предел в конечной точке существует только тогда, когда оба односторонних предела 
в этой точке существуют и они равны между собой. 

Пример. Выясните, имеет ли функция
⎩⎨
⎧

<−
>== 0,1

0,1)( x
x

x
xxf  предел в точке 0=x . 

Решение. 1)(lim
00

=
+→

xf
x

 и 1)(lim
00

−=
−→

xf
x

 ⇒ )(lim
0

xf
x→

 не существует. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Для точек 0x ±∞=  понятие окрестности совпадает с понятием правосторонней или левосторонней 

окрестности. Поэтому )(lim xf
x ±∞→

 совпадает с соответствующим право-(или лево) сторонним пределом 

функции. 
Поскольку последовательность – это функция натурального аргумента, то единственной точкой 

сгущения области определения числовой последовательности является точка ∞+ . Поэтому предел 
последовательности может быть определен только при аргументе ∞→n . 

 
Определение 4 (Предел числовой последовательности).  

∃∀⇔= ε
∞→

)(lim AUAxn
n

число )(: AUxMnNM n ε∈⇒>∀∈ . 

При этом, если A - конечное число, то определение предела можно записать в 
виде: ε<−⇒>∀∈∃>ε∀ AxMnM n:N0 . 
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1.4. Основные свойства пределов 
Теорема 1. (Единственность предела). 

Если функция )(xf  имеет предел при 0xx → , то он единственный. 
Доказательство. (От противного). 
Пусть Axf

xx
=

→
)(lim

0

  и Bxf
xx

=
→

)(lim
0

. Тогда по определению конечного предела 

2
)()(:)(0 00

ε
<−⇒∩∈∀∃>ε∀ δ

•

δ AxfXxUxxU  и 
2

)( ε
<− Bxf . 

Найдём  

ε=
ε

+
ε

<−+−=−+−≤

≤−+−=−+−=−

22
)()()()(

))(())(()()(

BxfAxfBxfxfA

BxfxfAxfxfBABA
  

Получили, что 0>ε∀ε<− BA . Поскольку модуль – число не отрицательное, то неравенство 

0>ε∀ε<− BA  может быть выполнено только в случае 0=− BA  , т. е. BA = . 

Теорема 2. (Предельный переход в неравенстве). 
Если в некоторой окрестности точки 0x  выполняется неравенство )()( xgxf ≤  и существуют конечные 

пределы Axf
xx

=
→

)(lim
0

  и Bxg
xx

=
→

)(lim
0

, то BA ≤ . 

Доказательство. Пусть X  ― общая область определения функций )(xf  и )(xg . Тогда по 
определению предела функции 

Axf
xx

=
→

)(lim
0

⇔ ε<−⇒∩∈∀∃>ε∀ δ
•

δ AxfXxUxxU )()(:)(0 00 11
, 

Bxg
xx

=
→

)(lim
0

⇔ ε<−⇒∩∈∀∃>ε∀ δ
•

δ BxgXxUxxU )()(:)(0 00 22
. 

Если в обоих случаях взять одно и то же 0>ε  и из найденных окрестностей )( 01
xUδ  и )( 02

xUδ  

выбрать наименьшую, т. е. )()()( 000 21
xUxUxU δδδ ∩= , то для XxUx ∩∈ δ

•
)( о выполняются оба 

неравенства одновременно, т. е. 
ε+<<ε− AxfA )( , ε+<<ε− BxgB )( . 

Выберем 
2

BA −
=ε , предположив противное, т. е. пусть BA > . Тогда 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
+<<

−
−

−
+<<

−
−

2
)(

2

2
)(

2
BABxgBAB

BAAxfBAA

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
<<

−

−
<<

+

⇒

2
)(

2
3

2
3)(

2
BAxgAB

BAxfBA

)(
2

)( xfBAxg <
+

<⇒ , 

из последнего неравенства следует, что )()( xfxg < , что противоречит условию теоремы, значит наше 

предположение BA >  неверно. Тогда верным является неравенство BA ≤ . 
Теорема 3. (Предел суперпозиции, т. е. сложной функции). 

Если: 
1) )(yf и )(xg  таковы, что можно образовать их суперпозицию ))(()( xgfxF = , 

2) существует Axg
xx

=
→

)(lim
0

, точка A - является точкой сгущения области определения функции 

)(yf , 

3) существует Byf
Ay

=
→

)(lim ,  

то существует Bxgf
xx

=
→

))((lim
0

. 
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Доказательство. Пусть X - область определения функции )(xg , Y - область определения функции 
)(yf . По определению предела функции  

⇔=
→

Axg
xx

)(lim
0

)()()(:)()(
11 0o AUxgXxUxxUAU hh ∈⇒∩∈∀∃∀

•

δδ ,  

⇔=
→

Byf
Ay

)(lim )()()(:)()( 22
BUyfYAUyAUBU hh ε

•

ε ∈⇒∩∈∀∃∀ . 

Возьмём { }21;min hhh = . Тогда получим 

)())(()(:)()( oo BUxgfXxUxxUBU εδ
•

δε ∈⇒∩∈∀∃∀ . 

Значит, по определению предела функции  ))((lim
0

xgfB
xx→

= . 

Теорема 4. (О сжатой функции)  
Если в некоторой окрестности точки 0x  три функции связаны неравенством )()()( xgxfx ≤≤ϕ  и 

существуют конечные пределы Axgx
xxxx

==ϕ
→→

)(lim)(lim
00

, то существует Axf
xx

=
→

)(lim
0

. 

Доказательство. Пусть X - общая область определения трёх функций, тогда 

Ax
xx

=ϕ
→

)(lim
0

⇔ ε<−ϕ⇒∩∈∀∃∀ δ
•

δε AxXxUxxUAU )()(:)()( 00 11
, 

Axg
xx

=
→

)(lim
0

⇔ ε<−⇒∩∈∀∃∀ δ
•

δε AxgXxUxxUAU )()(:)()( 00 22
. 

Найдём окрестность )()()( 000 21
xUxUxU δδδ ∩= , тогда для XxUx ∩∈∀ δ

•
)( 0 выполняются оба 

неравенства одновременно: 
ε+<ϕ<ε− AxA )(  и ε+<<ε− AxgA )( . 

Но так как )()()( xgxfx ≤≤ϕ , то ε+<≤≤ϕ<ε− AxgxfxA )()()( , а это означает, что существует 

Axf
xx

=
→

)(lim
0

. 

1.5. Первый замечательный предел 

Сначала докажем, что при 
2

0 π
<< x   выполняется неравенство xxx tgsin << . 

Возьмём Ι  четверть тригонометрического круга и отложим угол x  радиан (рис. 10). 

 
Рис. 10. 

Очевидно, что OBCOACсекOAC SSS ΔΔ << . , найдём эти площади, зная, что радиус окружности равен 1. 
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xOCOAOCOAS OAC sin11
2
1);sin(

2
1

⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=
∧

Δ , xxRS OACсек ⋅=⋅⋅=
2
1

2
1 2

. , 

xxBCOCS OBC tg
2
1tg1

2
1

2
1

⋅=⋅⋅=⋅⋅=Δ . 

Значит, );0(tgsintg
2
1

2
1sin

2
1

2
π∈∀<<⇒⋅<⋅< xxxxxxx . 

Теперь докажем, что  

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

 ― первый замечательный предел. 

Рассмотрим 0,22
≠

π
<<

π
− xx . Тогда в силу нечётности справедливо неравенство 

 .
cos

1
sin

1),0(,tgsin
xx

xxxxx <<⇔≠<<  

Так как в Ι  и VΙ  четвертях все выражения под знаком модуля положительные (в VΙ  четверти 

0<x  и 0sin <x ), то x
x

x
xx

x cossin1
cos

1
sin

1 >>⇒<< . Так как 1coslim
0

=
→

x
x

, то, по теореме о 

сжатой функции существует 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

1.6.  Ограниченные функции 
Определение. Функция )(xf  называется ограниченной на множестве X , если 

kxfXxk ≤⇒∈∀>∃ )(:0 . (или существуют числа NxfMXxNM ≤≤⇒∈∀ )(:, ). 

Например, xxf sin)( = - ограниченная функция на );( +∞−∞ , т.к. 1sin ≤x  при любых x . 

Если функция не является ограниченной на множестве X , то её называют неограниченной. 
Следовательно, )(xf  не ограничена на X , если для любого сколь угодно большого 0>k  существует 

хотя бы один  kxfXx >∈ *)(:* . 

Теорема 1. Если функция имеет конечный предел при 0xx → , то функция ограничена в окрестности 

предельной точки 0x . 

Доказательство. Axf
xx

=
→

)(lim
0

⇔ ε<−⇒∩∈∀∃>ε∀ δ
•

δ AxfXxUxxU )()(:)(0 00  

⇒ ε+<<ε− AxfA )( . 

Обозначим MA =ε−  и NA =ε+ . Тогда )( 0xUx δ
•

∈∀  выполняется NxfM ≤≤ )( , т. е. )(xf  - 
ограниченная. 

Теорема 2. Если существует конечный ненулевой предел функции )(xf  при 0xx → , то функция 

)(
1
xf  ограничена в окрестности предельной точки 0x . 

Доказательство. Пусть Axf
xx

=
→

)(lim
0

,  где 0≠А . Тогда справедливо 

ε<−⇒∩∈∀∃>ε∀ δ
•

δ AxfXxUxxU )()(:)(0 00 , или 

ε+<<ε− AxfA )( . 

Так как 0≠A , то для достаточно малого 0>ε  все части последнего неравенства имеют одинаковые 

знаки 
)(

11
)(

11
xfAxfA

⇒
ε−

<<
ε+

⇒ - ограничена в окрестности предельной точки. 
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Теорема 3. Если функция имеет бесконечный предел, то она неограниченна в окрестности 
предельной точки. 

Доказательство. ±∞=
→

)(lim
0

xf
xx

⇔ ε>⇒∈∀∃>ε∀ δ
•

δ )()(:)(0 00 xfxUxxU . 

Последнее неравенство и означает, что функция в окрестности предельной точки 0x  является 
неограниченной. 

1.7. Бесконечно малые и бесконечно большие функции (б.м. и б.б.) 
Определение 1. Функция )(xα  называется бесконечно малой (б.м.) в точке 0x , если 0)(lim

0

=α
→

x
xx

.  

Теорема. Для существования конечного предела Axf
xx

=
→

)(lim
0

, необходимо и достаточно, чтобы 

функцию )(xf  можно было представить в виде )()( xAxf α+= , где )(xα - б.м. в точке 0x . 

Доказательство. Axf
xx

=
→

)(lim
0

⇔ ε<−⇒∩∈∀∃>ε∀ δ
•

δ AxfXxUxxU )()(:)(0 00  

Обозначим ε<α⇒α=− )()()( xxAxf , иначе говоря 

⇔ε<−α⇒∩∈∀∃>ε∀ δ
•

δ 0)()(:)(0 00 xXxUxxU  0)(lim
0

=α
→

x
xx

. 

Следовательно )(xα  ― б. м. в точке 0x , где )()()()( xAxfAxfx α+=⇒−=α . 

Определение 2. Функция )(xf  называется бесконечно большой (б.б.) в точке 0x , если 

∞=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

ЗАМЕЧАНИЕ. 

В определении б.б. функции ∞→)(xf , это значит, что охватываются случаи стремления +∞→)(xf  

или −∞→)(xf . Однако можно привести пример б.б. функции, которая не стремится к ∞+  или ∞− . 

Например, xxf tg)( =  - б.б. в точке 2
π=x , хотя )(lim

2

xf
x π→

 не существует. Действительно 

−∞=
−→π

x
x

tglim
02

 и +∞=
+→π

x
x

tglim
02

. Односторонние пределы не равны. Однако +∞=
π→

x
x

tglim
2

, т. е. 

xxf tg)( =  - б.б. в точке 2
π=x . 

1.8. Свойства б.м. и б.б. функций 

Теорема 1. Если )(xα  б.м. в точке 0x , то )(
1
хα  - б.б. в точке 0x  и если )(xf  б.б. в точке 0x , то )(

1
хf  - 

б.м. в точке 0x . 

Доказательство. Пусть )(xα  б.м. в точке 0x . Обозначим )()(
1 xfх =α  и X  - область определения 

функции )(xα . Возьмём 0>E - сколь угодно большое число, тогда ε=
E
1

- сколь угодно малое число. 

Так как )(xα  б.м. в точке 0x , то для 01
>=ε

E
 

ExfxXxUxxU õõ =
ε

>==⇒ε<α⇒∩∈∀∃
ααδ

•
δ

1)()()(:)( )(
1

)(
1

00  

Итак, ExfXxUxxU >⇒∩∈∀∃>ε∀
•
δδ )()(:)(0 00 , т. е. )(xf  ― б.б. в точке 0x . Аналогично 

доказывается и второе утверждение теоремы. 
Теорема 2. Произведение функции, б.м. в точке 0x , на ограниченную функцию в окрестности точки 0x  

есть б.м. функция в той же точке. 
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Доказательство. Пусть )(xα  - б.м. в точке 0x , а )(xϕ  - ограниченная в )( 0xUδ , т.е. kx ≤ϕ )(  для 

всех значений ( )0xUx δ∈ . Обозначим )()()( xxxf ϕ⋅α= .  Пусть X - область определения для функций 

)(xα  и )(xϕ . Возьмём 0>ε  и найдём 
k
ε

=ε1 . Так как )(xα  б.м. в точке 0x , то по 
k
ε

=ε1  найдём 

<α⇒∩∈∀ δ
•

δ )()(:)( 00 xXxUxxU
k
ε

=ε1 . Тогда для XxUx ∩∈ δ
•

)( 0  справедливо неравенство: 

⇒ε=⋅
ε

≤ϕ⋅α=ϕ⋅α= k
k

xxxxxf )()()()()( )(xf  б.м. в точке 0x . 

Пример.  0sinlim =
±∞→ x

x
x

, т. к. xsin  - ограниченная для всех x , а 
x
1

 - б.м. в точке ∞± . 

Следствия: 
1). Произведение конечного числа бесконечно малых функций есть б.м. в той же точке. Действительно 

б.м. функция является ограниченной, т. к. имеет конечный предел. 
2). Произведение конечного числа бесконечно больших функций есть б.б. в той же точке. 

Действительно, если )(),...,(1 xx nϕϕ - б.б., то 

)(
1

)(
1

)(
1

)(
11 ...

11...1)(...)()(
11 õõõõ

n
ïï

xxxf
ϕϕϕϕ ⋅⋅

=⋅⋅=ϕ⋅⋅ϕ= , 

откуда следует, что функции ( )xf  представляет собой 
á.ì.

1
, то есть б.б. 

Теорема 3. Сумма конечного числа функций, б.м. в точке 0x , является б.м. функцией в той же точке. 

Доказательство. Пусть )(),( 21 xx αα  - б.м. в точке 0x . Тогда возьмём любое сколь угодно малое 

021 >=ε ε , для которого 

2100 )()(:)(
1

ε
•

δδ <α⇒∩∈∀∃ xXxUxxU  и 2200 )()(:)(
2

ε
•

δδ <α⇒∩∈∀∃ xXxUxxU . 

Тогда )(:)()()(0 0000 21 xUxxUxUxU δ
•

δ
•

δ
•

δ
•

∈∀∩=∃>ε∀  2221 )(,)( εε <α<α⇒ xx   

ε=+<α+α≤α+α⇒ εε
222121 )()()()( xxxx  

Таким образом, )()()( 21 xxxf α+α=  - б.м. в точке 0x . 
Сформулируем еще два свойства для бесконечно больших функций: 
Сумма конечного числа функций, б. б. в одной точке, и имеющих одинаковый  знак, является б.б. того 

же знака в той же точке. 
Сумма функции, б.б. в точке 0x , и ограниченной функцию в окрестности точке 0x  есть б.б. функция в 

той же точке. 

1.9. Арифметические операции над функциями, имеющими конечный предел. Вычисление 
пределов 

Теорема 1. Если существуют конечные пределы двух функций Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и Bxg
xx

=
→

)(lim
0

, то ∃  

BAxgxf
xx

+=+
→

))()((lim
0

 

Доказательство. 
∃ )()()(lim

0
xAxfAxf

xx
α+=⇒=

→
, где )(xα - б.м. в точке 0x . 

)()()(lim
0

xBxgBxg
xx

β+=⇒=∃
→

, где )(xβ - б.м. в точке 0x . 
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Тогда ))()(()()( xxBAxgxf β+α++=+ , где ))()(( xx β+α - б.м. в точке 0x . Следовательно, 

BAxgxf
xx

+=+
→

))()((lim
0

. 

Теорема 2. Если существуют конечные пределы двух функций Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и Bxg
xx

=
→

)(lim
0

, то ∃  

BAxgxf
xx

⋅=⋅
→

))()((lim
0

 

Доказательство. 
∃ )()()(lim

0
xAxfAxf

xx
α+=⇒=

→
, где )(xα - б.м. в точке 0x . 

)()()(lim
0

xBxgBxg
xx

β+=⇒=∃
→

, где )(xβ - б.м. в точке 0x . 

Найдём ))()()()(())(())(()()( xxxBxABAxBxAxgxf β⋅α+α⋅+β⋅+⋅=β+⋅α+=⋅ , где )(xB α⋅  и 

)(xA β⋅ , а также )()( xx β⋅α  являются б.м. в точке 0x . Значит 

⇒+⋅=⋅ .).()()( мбBAxgxf BAxgxf
xx

⋅=⋅
→

))()((lim
0

. 

Теорема 3. Если существуют конечные пределы двух функций Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и 0)(lim
0

≠=
→

Bxg
xx

, 

то ∃  
B
A

xg
xf

xx
=

→ )(
)(lim

0
. 

Доказательство. Из определения предела следует, что справедливы утверждения: 
)()()(lim

0
xAxfAxf

xx
α+=⇒=

→
, где )(xα - б.м. в точке 0x . 

)()()(lim
0

xBxgBxg
xx

β+=⇒=
→

, где )(xβ - б.м. в точке 0x . 

Найдём разность  

=
⋅+
⋅−⋅

=
+⋅

⋅−⋅−⋅+⋅
=−

+
+

=−
)(β

)(β)(α
))(β(

)(β)(α
)(β
)(α

)(
)(

2 xBB
xAxB

xBB
xABAxBBA

B
A

xB
xA

B
A

xg
xf

 

=
⋅+

⋅⋅−⋅
)(β

1))(β)(α( 2 xBB
xAxB (б.м.) (огр.)=(б.м.) 

где 
)(

1
2 xBB β⋅+

 - ограниченная, т. к. знаменатель стремится к 02 ≠B . 

 Таким образом ⇒+= .).(
)(
)( мб

B
A

xg
xf

B
A

xg
xf

xx
=

→ )(
)(lim

0
. 

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела. 
)(lim)(limlim)(lim

0000
xfCxfCxfC

xxxxxxxx →→→→
⋅=⋅=⋅ . 

Рассмотрим все возможные случаи, которые могут встретиться при вычислении пределов суммы, 
произведения и отношения функций. 

Вычисление предела суммы )()( xgxf +  

Пусть Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и Bxg
xx

=
→

)(lim
0

. Тогда, если: 

1. BA, - конечные числа ⇒ BAxgxf
xx

+=+
→

))()((lim
0

. 

2. +∞=+∞= BA ,           +∞=∞++∞=+⇒
→

][))()((lim
0

xgxf
xx

. 

3. −∞=−∞= BA ,           −∞=∞−−∞=+⇒
→

][))()((lim
0

xgxf
xx

. 
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4. BA ,+∞= - конечное ∞=++∞=+⇒
→

][))()((lim
0

Вxgxf
xx

. 

5. −∞=+∞= BA ,    ][))()((lim
0

∞−+∞=+⇒
→

xgxf
xx

 неопределённость. 

Примеры:  

1). [ ] −∞=
+
−

=
−

=∞−∞=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
→→ 0

11lim11lim 4

2

0420 x
x

xx xx
. 

2). [ ]
2
1

)1()1(
1lim

1
21lim

1
2

1
1lim

12121
−=

+⋅−
−

−=
−

⋅−+
=∞−∞=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

⋅
−

− →→→ xx
x

x
xx

x
x

x xxx
. 

Вычисление предела произведения )()( xgxf ⋅ . 

Пусть Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и Bxg
xx

=
→

)(lim
0

. Тогда, если: 

1. BA, - конечные числа ⇒ BAxgxf
xx

⋅=⋅
→

))()((lim
0

. 

2. ∞=≠ BA ,0    ∞=∞⋅=⋅⇒
→

][))()((lim
0

Axgxf
xx

. 

3. ∞== BA ,0    ]0[))()((lim
0

∞⋅=⋅⇒
→

xgxf
xx

 неопределённость. 

Пример: 1
1
1coslimcos

sin
lim]0[ctglim sin000

===⋅=∞⋅=⋅
→→→

x
xxxx

xx
x

xxx . 

Вычисление предела отношения 
)(
)(

xg
xf

. 

Пусть Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и Bxg
xx

=
→

)(lim
0

. Тогда, если: 

1. BA, - конечные числа, 0≠B  ⇒
B
A

xg
xf

xx
=

→ )(
)(lim

0
. 

2. 0,0 =≠ BA ,   ∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⇒

→ ..
1

..0)(
)(lim

0 мб
A

мб
AA

xg
xf

xx
. 

3. A -конечное, ∞=B ,  ⇒ 0
)(
)(lim

0
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞

=
→

A
xg
xf

xx
. 

4. BA ,∞= - конечное,  ⇒ ∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∞=

→ Bxg
xf

xx )(
)(lim

0
. 

5. 0, =∞= BA ,   ⇒ ∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∞=

→ 0)(
)(lim

0 xg
xf

xx
. 

6. ∞== BA ,0 ,   ⇒ 00
)(
)(lim

0
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞

=
→ xg

xf
xx

. 

7. 0,0 == BA ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⇒

→ 0
0

)(
)(lim

0 xg
xf

xx
   - неопределённость. 

8. ∞=∞= BA , ,   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∞
∞

=⇒
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

 - неопределённость. 

Примеры. 

1). 
2
1

)3()1(
)2()1(lim

0
0

34
23lim

123

2

1
=

−⋅−⋅
−⋅−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

⋅+⋅−

+⋅−
→→ xxx

xx
xxx

xx
xx

. 
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2). 4
)1(

)4(
lim

3
4lim

2
323

13

32

32
=

−+⋅

−⋅
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
−⋅+

⋅−
∞→∞→

хх

х
xx x

x

xxx
xx

. 

3). 
4
1

)44(2
2lim

0
0

2
44lim

00
−=

++−⋅
⋅−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

⋅
+−−

→→ xxx
x

x
xx

xx
. 

1.10. Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших функций (б.м. и б.б) 
Определение 1. Пусть )(xα  и )(xβ  ― б.м. в точке 0x , тогда 

1). Если 0
)(
)(lim

0
=

β
α

→ x
x

xx
, то )(xα  называется б.м. более высокого порядка относительно  б.м. 

)(xβ .Обозначение: )(xα ))(( xо β= . 

2). Если C
x
x

xx
=

β
α

→ )(
)(lim

0
, где ∞≠≠ CC ,0 , то )(xα  и )(xβ  называется б.м. одинакового порядка. 

3). Если 
)(
)(lim

0 x
x

xx β
α

→
 не существует, то )(xα  и )(xβ  называются несравнимыми. 

Пример. Сравнить 1)( 2 −=α xx  и 1)( −=β xx  в точке 1=x . 

Решение. Так как ⇒=+=
−
−

→→
2)1(lim

1
1lim

1

2

1
x

x
x

xx
)(xα  и )(xβ  одного порядка. 

Определение 2. Две б.м. функции называются эквивалентными при 0xx → , если 1
)(
)(lim

0
=

β
α

→ x
x

xx
. 

Обозначается : )(~)(
0

xx
xx
βα

→
. 

Примеры. 1) xx
x 0
~sin
→

, так как 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

2) xx
x 0
~tg
→

, так как 1
cos

1limsinlim
cos

1sinlimtglim
0000

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

→→→→ xx
x

xx
x

x
x

xxxx
 . 

3) 
2

~cos1
2

0

xx
x→

− , так  как 
( ) ( ) ( )

1
sin

lim
sin

lim
sin2

limcos1lim
2

2

2
0

4

2
2

0
2

2
2

0
2

0 222 =
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

⋅
=

−
→→→→ x

x

xx

x

xx

x

xxx

x
. 

4) xx
x 0
~arcsin
→

, так  как 1
sin

limarcsinlim
00

==
→→ y

y
x

x
yx

. 

5) xx
x 0
~arctg
→

, так  как 1
tg

limarctglim
00

==
→→ y

y
x

x
yx

. 

Свойства эквивалентных б.м. 

Теорема 1. Сумма функций, б.м. в точке  0x , разного порядка эквивалентна б.м. меньшего порядка. 
Доказательство. 

Пусть )(xβ  - б.м. в точке 0x  более высокого порядка, чем )(xα . Рассмотрим )()()( xxx β+α=γ . 

Найдём 101
)(
)(1lim

)(
)()(lim

)(
)(lim

000
=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α
β

+=
α

β+α
=

α
γ

→→→ x
x

x
xx

x
x

xxxxxx
, то есть )(~)()(

0
xxx

xx
αβ+α

→
. 

Теорема 2. Предел отношения двух б.м. функций в точке 0x  не изменится, если числитель и 
знаменатель заменить на эквивалентные им б.м. функции. Иначе: 

если )(~)( 1 xx αα  и 01 ,)(~)( xxxx →ββ , то 
)(
)(

lim
)(
)(lim

1

1

00 x
x

x
x

xxxx β
α

=
β
α

→→
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Доказательство. 

)(
)(

lim
)(
)(

)(
)(

)(
)(lim

)(
)(lim

1

11

1

1

1 000 x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

xxxxxx β
α

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β
β
⋅

β
α
⋅

α
α

=
β
α

→→→
. 

Теорема 3. Если  )(~)( 1 xx αα  и 01 ,)(~)( xxxx →ββ , то )()(~)()( 11 xxxx β⋅αβ⋅α . 
Доказательство. 

1
)(
)(

lim
)(
)(lim

)()(
)()(lim 1

111 000
=

β
β

⋅
α
α

=
β⋅α
β⋅α

→→→ x
x

x
x

xx
xx

xxxxxx
. 

Теорема 4. Сумма б.м. функций эквивалентна сумме эквивалентных им б.м., если заданная сумма не 
является разностью эквивалентных б.м. 

Пример. 
xxxx

x
−/−

→0
~sintg , поскольку ноль является конечным числом, а не бесконечно малой функцией. В 

этом случае постараемся разложить заданное выражение на множители. 

21
~

cos
cos1sinsintg

3
2

0

2
xx

x
xxxx

x

x
=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=−

→
. 

Определение 3. Пусть )(xU  и  )(xV  - б.б. в точке 0x . Тогда: 

1) если ∞=
→ )(

)(lim
0 xV

xU
xx

, то )(xU  называется б.б. высшего порядка относительно )(xV . В этом случае 

)(xV  - б.б. низшего порядка относительно )(xU . Очевидно 0
)(
)(lim

0
=

→ xU
xV

xx
. 

2) если C
xV
xU

xx
=

→ )(
)(lim

0
, где ∞≠≠ CC ,0 , то )(xU  и  )(xV  называются б.б. одинакового порядка. 

3) если ∃/  
)(
)(lim

0 xV
xU

xx→
, то )(xU  и  )(xV  называются несравнимыми. 

4) если 1
)(
)(lim

0
=

→ xV
xU

xx
, то )(xU  и  )(xV  называются эквивалентными: )(~)(

0
xVxU

xx→
. 

Свойства эквивалентных б.б. функций. 
Отметим лишь некоторые свойства. 

1) Сумма б.б. функций разного порядка эквивалентна б.б. высшего порядка. 
2) Предел отношения б.б. не изменится, если числитель и знаменатель заменить на эквивалентные б.б. 

Иначе: если )(~)( 1 xUxU  и 01 ,)(~)( xxxVxV → , то 
)(
)(

lim
)(
)(lim

1

1

00 xV
xU

xV
xU

xxxx →→
=  

3) Сумма б.б. функций можно заменить на сумму эквивалентных б.б., если заданная сумма не является 
разностью эквивалентных б.б. 
4) Если  )(~)( 1 xUxU  и 01 ,)(~)( xxxVxV → , то )()(~)()( 11 xVxUxVxU ⋅⋅ . 

1.11. Главная часть б.м. и б.б. функций 
Для каждой б.м. или б.б. функции существует бесконечное множество эквивалентных функций. 

Например, при 0→x  б.м. функция xxxx ~;arcsin~;sin~tg  и т. д.  
Естественно при вычислении пределов использовать замену на простейшую эквивалентную функцию. 
Определение 1. Пусть )(xα - простейшая б.м. в точке 0x ,  а )(xβ - другая б.м. в той же точке 0x . 

Если k
xx

xCx ))((~)(
0

αβ
→

, где kC, - постоянные числа, 0≠C , то бесконечно малую kxC ))((α  

называют главной частью )(xβ . Число k  называют порядком функции )(xβ  относительно )(хα . 
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ЗАМЕЧАНИЕ 

Вид главной части зависит от того, конечным или бесконечным является число 0x . Пусть )(xβ  - б.м. в 

точке 0x , то 

1) Если ax =0 - конечное число, то главная часть функции )(xβ  имеет вид kaxC )( −⋅ . 

2)  Если  ∞=0x , то главная часть функции )(xβ  имеет вид 
k

x
C ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

1
. 

Определение 2. Пусть )(xU - простейшая бесконечно большая в точке 0x , )(xV  - другая бесконечно 

большая в той же точке 0x . Если k
xx

xUCxV ))((~)(
0→

, где kC, - постоянные числа, 0≠C , 0>k , то 

бесконечно большую kxUC ))((  называют главной частью функции )(xV . Число k  называют порядком 
функции )(xV  относительно )(хU . 

ЗАМЕЧАНИЕ. 

Пусть )(xV  - б.б. в точке 0x . Тогда: 

1). если ax =0 - конечное число, то главная часть функции )(xV  имеет вид 
k

ax
C ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅

1
. 

2). если ∞=0x , то главная часть функции )(xV  имеет вид ( )kxC ⋅ . 

1.12.  Второй замечательный предел 

Теорема. Последовательность ( )пп
11+ , где K,2,1=п , стремится к конечному пределу, 

заключенному между числами 2 и 3. 
Доказательство. Воспользуемся формулой бинома Ньютона 

( ) ппппппп хххпхх +++++=+ −−−
K3

!3
)2)(1(2

!2
)1(11   При 

n
x 1
= ( ) ( ) ( ) ( ) =++++⋅+=+⇒ −−− п

пп
ппп

п
пп

п
п

п п 131
!3

)2)(1(21
!2

)1(11 11 K

=⋅++⋅+⋅+= ⋅⋅⋅
−⋅−−

⋅
−

ппп
пп

п
пп

п
п 1

32
)1(1)2)(1(

32
11

2
1

22
K

K
K

( ) ( )( ) ( )=++−−+−+= −+−
⋅⋅⋅⋅ пп

пппп
пппп

)1()1(
32

121
32

11
2
1 1112 K

K
K

( ) ( )( ) ( )=++−−+−+= −−−−
⋅⋅⋅⋅ п

пп
п
п

п
п

пппп
)1(21

32
121

32
11

2
1 1112 KK

K

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
444 3444 21

KK
43421321 K

0

121
32

1

0

21
32

1

0

1
2
1 1111112

>

−
⋅⋅⋅

>

⋅

>

−−−++−−+−+= п
п

пппппп . 

Так как слагаемые положительные, то последовательность ( )пп
11+  имеет наименьшее значение 2, а 

затем растет с увеличением п . 
С другой стороны, так как выражения ( ) 11 1 <− п , ( )( ) 111 21 <−− пп  и т.д., то  

( )
{

=++++<++++<+ −

⋅>

⋅⋅⋅
>
⋅ 12

222
2

1
2
1

2
1

32
1

2
32

1
2
11 221 nn

п
п KK

321K
K

( )
3312

1

1
2 11

1

2
1

2
1

2
1
2

1
2
1

<−=−+=
−

−
+ −−

−

nn

n
. 

Таким образом ( ) 312 1 <+<
п

п , то есть последовательность ограниченная возрастающая. Тогда она 

имеет предел, заключенный между 2 и 3. Этот предел обозначают числом е , то есть ( ) en
nn

=+
∞→

11lim . 

Выяснено, что e  ― это иррациональное число (оно называется числом Непера). Это число вычислено 
...7182818284,2≅e  
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Полученное предельное соотношение можно записать в другом виде, обозначив zп nz 11 =⇒= : 

( ) ez z

z
=+

→

1

1lim
0

 ―  второй замечательный предел. 

Определение. Натуральными называются логарифмы, за основание которых принято число е . 
Обозначение: xx elogln = . 

Пользуясь вторым замечательным пределом, докажем несколько эквивалентностей: 

1ln)1ln(lim)1ln(lim
1

00
==+=

+
→→

ex
x

x x

xx
 ⇒  xx

x 0
~)1ln(
→

+ . 

1)1ln(limlim
)1(log

lim
0

ln

ln
)1ln(

0
ln

0
=

+
==

+
→

+

→→ x
xx

x
a

x
a
x

x
a

x
a

x
 ⇒  a

x
x

a x ln0
~)1(log
→

+ . 

( )( ) =−+

−
⋅=

−
→→ 11log

1
ln
1lim

ln
1lim

00 x
a

х

x

х

x a
а

aaх
а

( ) ( ) 1
1log

lim
1logln

1lim ln
00

=
+

=
+

⋅
→→ yy

y
a a

a
y

yay
⇒

axa
x

x ln~1
0→

− . 

Как частный случай  xe
x

x
0

~1
→

− . 

( ) 1lim)1ln(lim1lim11lim
00

)1ln(

00
==

+
=

−
=

−+
→→

+

→→ ax
ax

ax
xa

ax
e

ax
x

xx

xa

x

a

x
 ⇒  axx

x
a

0
~1)1(
→

−+ . 

Таблица 3. Таблица эквивалентных бесконечно малых 

1 xx
x 0
~sin
→

 5 
20

2
~cos1 x

x
x

→
−  

2 xx
x 0
~tg
→

 6 xxx
xa

x
x

a
0ln0

~)1ln(~)1(log
→→

+⇒+  

3 xx
x 0
~arcsin
→

 7 xeaxa
x

x
x

x
00

~1ln~1
→→

−⇒−  

4 xx
x 0
~arctg
→

 8 axx
x

a
0

~1)1(
→

−+  

Пример. 
( )

2
1sin

lim1sin1lim
1

1sin1lim 2
2
1

0200

2
1

2 ==
−−

=
−

−+
→→→ x

xx

x
xx

e

xx
xxxx

. 

1.13. Показательные неопределенности 

Определение. Функция вида ( ) )()( xvxuy = , где 0)( >xu  называется показательно-степенной. Так 

как ( ) ( ) )(ln)()(ln)( )(
)( xuxvxuxv eexu

xv ⋅== , то 

( )
)(ln)(

0
lim

)(ln)(

0

)(

0
lim)(lim

xuxv
xxxuxv

xx
xv

xx
eexu иисуперпозицпределеот.по

⋅
→⋅

→→
=== ⋅  

Возможны следующие неопределенности: 

[ ]∞1 , если ∞→→ vu ,1 . Тогда [ ] [ ]0lnlim1lim ⋅∞∞ === eeu uvv , 

[ ]0∞ , если 0, →∞→ vu . Тогда [ ] [ ]∞⋅=∞= 00lim euv , 

[ ]00 , если 0,0 →→ vu . Тогда [ ] [ ]∞⋅== 000lim euv . 
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Пример. [ ] ( ) ( ) 22lim1ln2limln2lim2 111

11lim −−−∞

∞→
=====⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ∞→∞→

−
∞→ eeee

x
x xxxxx

x
x

xxxx

x
 

1.14. Непрерывность функций 
Определение 1. Пусть дана функция )(xfy = . Рассмотрим два значения ее аргумента x  и 0x . 

Разность xxx Δ=− 0  называется приращением аргумента x  в точке 0x . Разность 

yxfxfуу Δ=−=− )()( 00  называется приращением функции )(xfy =  в точке 0x . 

Так как xxx Δ=− 0 , то xxx Δ+= 0  и )()( 00 xfхxfy −Δ+=Δ . 

Определение 2. Функция )(xfy =  называется непрерывной в точке 0x , если она определена в 

некоторой окрестности точки 0x  и 0lim
0

=Δ
→Δ

y
x

, т.е. если бесконечно малому приращению 

xΔ соответствует б. м. приращение yΔ . 

Так как )()( 0xfxfy −=Δ , то можно переписать ( ) 0)()(limlim 0
0 0

=−=Δ
→→Δ

xfxfy
хxx

  ⇒   

)()(lim 0
0

xfxf
хx

=
→

. 

Таким образом, получаем эквивалентное определение: 
Определение 3. Функция )(xfy =  называется непрерывной в точке 0x , если она определена в 

некоторой окрестности точки 0x  и )()(lim 0
0

xfxf
хx

=
→

 или )()(lim)(lim 0
00 00

xfxfxf
хxхx

==
−→+→

. 

Это равенство можно переписать в виде )lim()(lim
00

xfxf
хxхx →→

= , то есть под знаком непрерывной 

функции можно переходить к пределу. 
Приведем две важные теоремы о непрерывных функциях. 
Теорема 1. Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , то непрерывны в этой же точке их 

сумма, произведение и частное (при 0)( 0 ≠xg ). 
Доказательство. Найдем 

( ) )()()()(lim)(lim)()(lim)(lim 000
0000

xFxgxfxgxfxgxfxF
xxõxõxõx

=+=+=+=
→→→→

 

⇒  функция )()()( xgxfxF +=  ― непрерывная в точке 0x . Аналогично доказываются теоремы для 
произведения и частного. 

Теорема 2. Если функция )(xg  непрерывна в точке 0x , а функция )(uf  ― в точке )( 00 xgu = , то 

сложная функция ))(( xgf  непрерывна в точке 0x . 

Доказательство. ))(()()(lim))((lim 00
00

ugfufufxgf
uuхx

===
→→

. 

Определение 4. Если функция )(xfy =  непрерывна в каждой точке некоторого интервала ( )bа; , то 
функция называется непрерывной на этом интервале. 

Определение 5. Функция )(xfy =  называется непрерывной слева (справа) в точке 0x , если она 

определена в точке 0x  и )()(lim 0
00

xfxf
хx

=
−→

 (или )()(lim 0
00

xfxf
хx

=
+→

). 

Определение 6. Функция )(xfy =  называется непрерывной на замкнутом интервале [ ]ba; , если 

она непрерывна в каждой точке интервала ( )bа; , и непрерывна справа в точке а  и слева в точке b . 
Рассмотрим некоторые свойства функций, непрерывных на отрезке. 

1. Непрерывная на [ ]ba;  функция достигает на этом отрезке по крайней мере один раз наибольшего 

значения Ì  и наименьшего значения ò , т.е. Mxfm ≤≤ )(  (рис. 11). 
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Рис. 11. 

2. Непрерывная на [ ]ba;  функция является ограниченной на этом отрезке. Это следует из неравенства 

mxfМ ≤≤ )(  [ ]bах ;∈∀ . 

Классификация точек разрыва. 

Если в точке 0x  хотя бы одно из условий непрерывности нарушается, точка называется точкой 
разрыва данной функции. 
1. Пусть существуют односторонние пределы: 

)0()(lim 0
00

−=
−→

xfxf
xx

 и )0()(lim 0
00

+=
+→

xfxf
xx

. 

а) Если )0()0( 00 +≠− xfxf , но являются конечными числами. то точка 0x  называется точкой 
разрыва первого рода (рис. 12). 

Величина )0()0( 00 −−+=δ xfxf  называется скачком функции )(xf  в точке 0x . 

 
Рис. 12. 

б) Если )()0()0( 000 xfxfxf ≠+=− , то точка  0x  называется точкой разрыва первого рода или 
точкой устранимого разрыва (рис. 13). 

Для того, чтобы устранить разрыв, нужно доопределить (или переопределить) функцию в самой точке 0x , 

т.е. ввести новую функцию  
⎩⎨
⎧

=
≠= .,

),(
0

0
ххА
ххxfу если

если  

 
Рис. 13. 

2. Если в точке 0x  хотя бы один из односторонних пределов не существует или равен ∞ , то точка 0x  
называется точкой разрыва второго рода (рис. 14). 

 
 Рис. 14. 

Примеры. Исследовать функции на непрерывность: 

1) 
⎩⎨
⎧

≤≤−
<≤−= .43,3

,30,1)( хх
хxxf если

если  

Изобразим график этой функции (рис. 15). В точке 3=õ  у функции разрыв, так как 
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=−=
=−=

+→+→

−→−→
0)3(lim)(lim
2)1(lim)(lim

0303

0303
xxf

xxf

xx

xx ⇒  разрыв I рода, скачок. 

 
Рис. 15. 

Следует отметить, что в точке 0=х  функция непрерывна справа, так как  
)0(1)1(lim)(lim

0000
fxxf

xx
=−=−=

+→+→
. В точке 4=х  функция непрерывна слева, так как 

)4(1)3(lim)(lim
0404

fxxf
xx

=−=−=
−→−→

. 

2) 
x

xy sin
= . 

Точка 0=x  является точкой устранимого разрыва, так как 1sinlimsinlim
0000

==
−→+→ x

x
x

x
xx

 и )0(f  не 

существует. Доопределить функцию по непрерывности ― это значит задать 1)0( =f , т.е. получим 

функцию вида 
⎩
⎨
⎧

=
≠=

0,1
0,sin

x
xy x

x
. 

3) xy 1sin= . 

Точка 0=x  является точкой  разрыва II-го рода, так как xx
1

0
sinlim

±→
 не существует. График функции 

колеблется между ( )1−  и 1, не приближаясь ни к какому значению. 

4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕОРИИ 
1. Дайте определение окрестности радиуса 0>h  конечной точки 0x . Как обозначается такая 

окрестность? 
2. Дайте определение h - окрестности точек ∞± . Как обозначается такая окрестность? 
3. Чем отличается h - окрестность и проколотая h - окрестность конечной точки 0x ? 
4. Дайте определение предела функции  через окрестности. 
5. Как записать определение предела функции, не используя понятия окрестности? 
6. В чём отличие правостороннего и левостороннего предела функции? 
7. Если в некоторой окрестности точки 0x  три функции связаны неравенством )()()( xgxfx ≤≤ϕ  и 

существуют конечные пределы Axgx
xxxx

==ϕ
→→

)(lim)(lim
00

, то что можно сказать о )(lim
0

xf
xx→

? 

8. Сформулируйте первый замечательный предел. 
9. Какая функция называется ограниченной (неограниченной) на некотором множестве? 
10. Как называется функция, для которой в точке 0x  справедливо соотношение 0)(lim

0
=

→
xf

xx
? 

11. Как называется функция, для которой в точке 0x  справедливо соотношение ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

? 

12. Перечислите свойства бесконечно малых и бесконечно больших функций. 
13. Если существуют конечные пределы двух функций Axf

xx
=

→
)(lim

0
 и Bxg

xx
=

→
)(lim

0
, то чему 

равны следующие пределы: ))()((lim
0

xgxf
xx

+
→

, ))()((lim
0

xgxf
xx

⋅
→

, 
)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
? 
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14. Если Axf
xx

=
→

)(lim
0

 и +∞=
→

)(lim
0

xg
xx

, то чему равны следующие пределы ))()((lim
0

xgxf
xx

+
→

, 

))()((lim
0

xgxf
xx

⋅
→

, 
)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
? 

15. В каком случае бесконечно малые в точке 0x  функции )(xα  и )(xβ  называются бесконечно 
малыми одного порядка; эквивалентными бесконечно малыми? 

16.  В каком случае бесконечно малая в точке 0x  функция )(xα  называется бесконечно малой более 

высокого порядка относительно бесконечно малой в точке 0x  функции )(xβ ? 
17. Перечислите свойства эквивалентных бесконечно малых и бесконечно больших функций. 
18. Дайте определение главной части бесконечно малой в точке 0x  функции )(xβ . 

19. Дайте определение главной части бесконечно большой в точке 0x  функции )(xV . 
20. Сформулируйте второй замечательный предел. 
21. Запишите таблицу эквивалентных бесконечно малых. 
22. Как раскрываются  показательные неопределённости? 
23. Дайте определение функции, непрерывной в точке 0x . 
24. Сформулируйте теоремы о функциях, непрерывных на отрезке. 
25. Что понимается под скачком функции )(xf  в точке 0x ? 
26. В каком случае точка разрыва функции называется точкой устранимого разрыва? 
27. Каким способом можно устранить разрыв? 
28. В чём отличие точек разрыва первого и второго рода? 

5. ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ К ЭКЗАМЕНУ 
1. Множества на числовой оси. Окрестности на числовой оси. Проколотая окрестность точки. 

Классификация точек множества. Определение предела функции в точке. 
2. Односторонние пределы. Предел последовательности. 
3. Основные свойства пределов (единственность предела, предельный переход в неравенстве, 

предел сложной функции, теорема о сжатой функции). 
4. Первый замечательный предел. 
5. Функция, ограниченная в некоторой окрестности. Теорема о функции, имеющей конечный предел 

в точке 0x . Теорема о функции, имеющей бесконечный предел. Теорема о пределе функции 

( )xf
1

, если функция ( )xf  имеет конечный предел. 

6. Бесконечно малые и бесконечно большие функции. Их свойства. 
7. Теорема о пределе суммы функций, имеющих конечный предел. 
8. Теорема о пределе произведения функций, имеющих конечный предел. 
9. Теорема о пределе частного функций, имеющих конечный предел. 
10. Сравнение бесконечно малых функций. Эквивалентные бесконечно малые. Свойства 

эквивалентных  бесконечно малых функций. 
11. Таблица эквивалентных бесконечно малых функций.  
12. Сравнение бесконечно больших функций. Эквивалентные бесконечно большие. Свойства 

эквивалентных  бесконечно больших функций. 
13.  Главные части бесконечно малых и бесконечно больших функций. 
14. Показательные неопределённости. Второй замечательный предел. 
15. Функция, непрерывная в точке. Функция, непрерывная на промежутке. Теоремы о  непрерывных 

функциях. 
16. Функция, непрерывная на замкнутом интервале. Свойства функций, непрерывных на замкнутом 

интервале.  
17. Точки разрыва. Классификация точек разрыва. 

6. ВЫПИСКА ИЗ КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНА ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 
4. Теория пределов (14 часов) 

17. Окрестности точек (конечных и бесконечных) на числовой оси. Проколотая окрестность. 
Предельная точка. Определение предела: на языке окрестностей и на языке δε , . Типовой 
расчёт №2. 




